Abschiedsvorlesung @ s

Paradoxa oder
Wabhrheiten, die
auf dem Kopf
stehen, um Auf-
merksamkeit zu
erregen.

(frel nach Gilbert Keith
Chesterton,1874-1936)

Thomas Schafer, Bocholt am 29. Januar 2009




Paradoxa — @ e

Wahrheiten, die auf dem Kopf stehen.

* \Was ist ein Paradoxon?

* Getarnte Trugschlisse

* Achilles und die Schildkrote
* Schrecken der Unendlichkeit

e Parodoxien der
Wahrscheinlichkeitstheorie

* Simpsons Paradoxon der Statistik
* Gefangenendilemma

* Semantische Antinomien

* Die unerwartete Klausur
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Fachhochschule

Was ist ein Paradoxon? @ G

Das Wort kommt aus dem Griechischen (para und doxos)
und bedeutet wortlich jenseits des Glaubens.

Heute vielfach verstanden als eine Aussage oder eine Geschichte,
die der Erwartung oder einer vorgefassten Meinung widerspricht.

®* Eine Aussage, die widerspruchlich erscheint, tatsachlich aber wahr ist.
®* Eine Aussage, die zu logischen Widersprichen fahrt (Antinomie).

®* Eine logisch erscheinende Beweiskette, die zu widersprtchlichen
Schlussfolgerungen flhrt.

,Paradoxien haben ein entscheidende Rolle in der Geistesgeschichte
gespielt, indem sie oft revolutionare Entwicklungen in Wissenschatft,
Mathematik und Logik vorweggenommen haben.” (A. Rapport, 1967)

ThS /Bocholt - 29.01 /09 Paradoxa — Folie 2



Triviale, aber gut getarnte Trugschliisse @

Gelsenkirchen

Beliebt sind Irrefihrungen des
Lesers durch Umformungen
von Gleichungen, so dass am
Schluss die Gleichung ,2=1"
oder eine ahnliche entsteht.

Beispiell g = Db

a° = ab
a—b° = ab-b°
(a+b)(a—b) = b(a—h)
a+b =D
2 =1

Fachhochschule

Beispiel 2
x+5_5 _ 4x —40
X— 1 13- X
X+5-5(x-7)  4x-40
X—1 13-
-4x+40  4x-40
x—7  13-x

4x—-40  4x-40

{—X 13— X
[—Xx= 13-X
/= 13
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Achilles und die Schildkrote @ i

® Heraklit (~ 540-480 v. Chr):
Alles fliel3t.

®* Parmenides von Elea (~ 540 -
480 v. Chr): Alle Bewegung ist
lllusion, alle Wahrnehmung ist
trigerisch.

® Zenon von Elea (~ 490-425 v.
Chr), vermutlich ein Schuler des
Parmenides, versuchte mit dem
Paradoxon des Wettlaufs
zwischen Achilles und der
Schildkrote zu beweisen, dass
der Begriff der Bewegung un-
sinnig ist. Seine Paradoxien
Uber Raum, Zeit und Teilbarkeit
sind tiefgrindig und berdhmt.

Antiker Diskurs tber Raum, Zeit und Bewegung
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Achilles und die Schildkrote @

Achilles, der schnellste Laufer der Antike lauft mit einer Schildkrdéte um
die Wette. Die Schildkrote bekommt 100m Vorsprung.

Zenon: Achilles kann die Schildkrote nicht einholen.

Denn: Wenn er die ersten 100m durchmessen hat - er braucht dafir
10 Sekunden -, ist sie 10m weiter gekommen, wenn er die auch be-
waltigt hat, ist sie 1m weiter, usw., Usw., UsSw.

Aber keiner bezweifelte, dass Achilles die Schildkrote einholt.

ol g
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Achilles und die Schildkrote @ i

Zur Zeit Zenons konnten die Griechen das Paradoxon nicht auflosen.
Sie glaubten, dass unendlich herauskommt, wenn man unendlich viele
GrofRen addiert.

Achills Gesamtstrecke = 100+10+1+-5+

1 4+ 1

100 ° 1000 *"****
i it — 1 1 1
Achills Gesamtzeit = 10+1+ 5 + 555 + 1555 -+

Heute wissen wir, dass die Summen je einen endlichen Wert ergeben,
und zwar 1111 m fir die Strecke und 11§ s fir die Zeit (geometrische
Reihe) .

Der erste, der unendliche Summen mathematisch korrekt behandelte —
und zwar in Flachenberechnungen —, war Archimedes (~ 287-212 v.
Chr.). Erst um 1350 wurden Bewegungen studiert und die endgultige
Form fand die Infinitesimalrechnung dann im 17. Jhd. durch Newton
(1642-1727) und Leibniz (1646-1716).
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Schrecken der Unendlichkeit QY e

Im 18. Jhd. wurde die folgende unendliche Reihe heil3 diskutiert:
1-1+1-1+1-1+—-......=7
Man berechnete sie auf verschiedene Weisen, u.a. folgendermalien:
1) 1-14+41-1+1-14—...=1-D+(1-D+(1-D)+....=0
(2) 1-1+1-1+1-1+—.. =1-1-)-(1-1)-.... =1

Guido Grandi (1671-1742), MOnch und Professor in Pisa bekraftigte
damit den Schopfungsgedanken, da aus nichts etwas entsteht .

Vom Kopf auf die Fusse gestellt: Man darf die fur endliche Summen
gultigen Regeln (Umordnungen, beliebig Klammern setzen) nicht so
ohne Weiteres auf unendliche Reihen Ubertragen und.....
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Schrecken der Unendlichkeit o

Leibniz war sogar Uberzeulgt davon, dass Die geometrische
1-1+1-1+1-1+—-...... :E Reihe hat einen
gilt, weil dieser Ausdruck die unendliche Reihe | EEEEEEIEIS

1 nur flr -1<x<+1'!
I-X+X =X+ X' =4 =——
1+ X

(eine Variante der geometrischen Reihe) fur x=1 darstellt .

Euler Ubertraf alle, indem er in seiner Abhandlung De seriebus di-
vergentibus von 1755 die geometrische Reihe flr x=2 verteidigte:

1+2+4+8+16+...... =—=-]1
1-2

Es war eine Goldgraberstimmung in der Analysis und erst Gauss
beendete 1812 den unbekiimmerten Umgang mit unendlichen Reihen.

Leonard Euler (1707-1783), Carl Friedrich Gauss (1777-1855)
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Schrecken der Unendlichkeit @ s

Das intergalaktische Hilbert-Hotel hat unendlich viele Zimmer, die
alle belegt sind (Hilbert ~ 1926).

Ein weiterer Gast fragt nach einem Zimmer. Kein i = j}
Problem flr den Hotelier. Er verlegt den Gast von (?\/ X

Zimmer 1 auf Zimmer 2, den von Zimmer 2 auf f’i‘*‘,ﬂ:i,
Zimmer 3, usw. Der neue Gast kommt ins Zimmer1. ~7

Ein Raumschiff bringt weitere, unendlich
viele Gaste, die alle unterkommen wollen.
Kein Problem flr den Hotelier. Er quartiert
die alten Gaste um

152, 2 >4, 356, 48, ..... USW.

Die neuen Gaste kommen in die Zimmer
mit den ungeraden Nummern.
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Schrecken der Unendlichkeit QY e

Schon Galilei beschaftigte sich in seinen Discorsi (1634) mit unend-
lichen Mengen und fand heraus, dass sich die Menge der natirli-

chen Zahlen (Zahlzahlen) umkehrbar eindeutig auf die Menge ihrer
Quadratzahlen (eine echte Teilmenge) abbilden lasst.

1 2 3 4. n... Gemalde von Justus
I I I I I Sustermans (um 1636;
Florenz, Uffizien)

Da das Ganze nach Euklid immer die Summe seiner Teile sein muss,
kam Galilel zu dem Schluss, dass die Relationen ,Gleichheit®, ,,grof3er
als“ oder ,kleiner als* nur auf endliche, aber nicht auf unendliche Men-
gen angewendet werden durften.

Euklid (um 300 v. Chr. ), Galilei (1564-1642)
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Schrecken der Unendlichkeit QY e

Erst Cantor stellte die paradoxe Wahrheit in seiner Mengenlehre
von 1873 vom Kopf wieder auf die Ful3e.

Er definierte eine Menge als unendlich, wenn es zwischen ihr und

einer echten Teillmenge eine umkehrbar eindeutige Abbildung gibt,
und gab den genannten Relationen einen neuen Sinn auch fur un-
endliche Mengen, die er nach ,Machtigkeit* abstufen konnte.

Hilbert erfand sein Hotel als Warnung vor einer leichtfertigen
Ubertragung von Gesetzen endlicher Mengen auf unendliche.

1 2 3 4.... n...
|
2

D
o
A e
D e
P —
w<—>
D e
Gl
Gl

David Hilbert (1862-1943), Georg Cantor (1845-1918)
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Fachhochschule

Klassische Wahrscheinlichkeitsdefinition @ <

Werfen eines QGO . Wel’fen Zwelel’
"fairen” Wirfels QN fairer Warfel I Aygen
summe
Augen Zahl der ,giinstigen“ Falle (1)
za}hl W =
(1) Zahl der moglichen Falle 2
3
% Voraussetzung: Die méglichen g
3 Ausgange des Zufallsexperiments 6
= | sind gleich wahrscheinlich. !
6 (Laplace, 1749-1827) e 18
‘ 11
Zwel Zufallsexperimente > 12
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Werfen zweier unterscheidbarer Wiirfe| @ &=

Augen || Gunstige und maogliche Falle An- Wahr-
summe || (griner Warfel, roter Wirfel) zahl schein-
(i) lichkeit

2 (1,1) 1 1/36

3 (1,2), (2,1) 2 2/36

4 (1,3), (2,2), (3,1) 3 3/36

5 (1,4), (2,3), (3,2), (4,1) 4 4/36

6 (1,5), (2,4), (3,3), (4,2), (5,1) 5 5/36

7 (1,6), (2,5), (3,4), (4,3), (5,2), (6,1) 6 6/36

8 (2,6), (3,5), (4,4), (5,3), (6,2) 5 5/36

9 (3,6), (4,5), (5,4), (6,3) 4 4/36

10 (4,6), (5,5), (6,4) 3 3/36

11 (5,6), (6,5) 2 2/36

12 (6,6) 1 1/36

‘ “ Insgesamt “ 36 ﬂ 1
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Fachhochschule

Werfen zweier ununterscheidbarer Wirfef <=

Augen || Gunstige und mogliche Falle An- Wahr-

summe || (beide Wirfel weil3) zahl schein-
(1) lichkeit
2 (1,1) 1 1/21
3 (1,2) |(2,1) 1 1/21
4 (1,3), (2,2)(3,1) 2 2/21
5 (1,4), (2,3)(3,2), (4,1) 2 2121
6 (1,5), (2,4), (3,3)|(4,2), (5,1) 3 3/21
7 (1,6), (2,5), (3,4)| (4,3), (5,2), (6,1) 3 3/21
8 (2,6), (3,5), (4,4)|(5,3), (6,2) 3 3/21
9 (3,6), (4,5)| (5,4), (6,3) 2 2121
10 (4,6), (5,5)| (6,4) 2 2121
11 (5,6), (6,9) 1 1/21
12 (6,6) 1 1/21

‘ “ Insgesamt “ 21 1
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Werfen zwelier Wiurfel ._) Jachhochschule

20%

B Modell 1 OEmpirie BModell 2

15%

10% -

- I | I

oo |
2 3 4 S 6 I 3 9 10 11 12

Wahrscheinlichkeiten fur die Wurfelsumme im Modell 1 (unter -
scheidbare Waurfel) und im Modell 2 (ununterscheidbare Wiurfel)
und relative Haufigkeiten aus 10.000 Wurfen (Empirie)
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Gibt es ununterscheidbare Objekte? @ e

Fur die uns umgebene Welt (Makrokosmos) kann man das vernei-
nen. Man kann die Objekte ggf. markieren.

Auch in der statistischen Mechanik wird die Verteilung der Teilchen
eines idealen Gases uber k Energiezustande unter der Vorausset-
zung hergeleitet, dass diese Teilchen unterscheidbar sind (Maxwell-
Boltzmann-Statistik) .

Aber im Mikrokosmos liegen die Verhaltnisse anders: Werner Heisen-
berg (1901-1976) postulierte fur die Quantenmechanik die prinzipielle
Ununterscheidbarkeit der Teilchen. Man kann sie nicht markieren.

Wegen der Nichtunterscheidbarkeit der Teilchen gilt in der Quanten-
theorie anstelle der klassischen (Boltzmann-)Statistik ftr die Vertei-
lung Uber die moglichen Energiezustande die Bose-Einstein-Statistik
(Bosonen =Teilchen mit ganzzahligem Spin) beziehungsweise die
Fermi-Dirac-Statistik (Fermionen =Teilchen mit halbzahligem Spin).
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Bertrands Kastchenparadoxon

' Fachhochschule
Gelsenkirchen

Sy Die Uber-
| | X ) wiegende
J | e, TR/ Mehrheit
_ antwortet:
i ST o 1/2
| ( £ 4 (das war
| X U0 b, % ] damals so
54 / und ist heu-
te Immer
Es wird ein Kastchen per Zufall gewahlt und eine der noch so).
Schubladen geoffnet. Sie enthéalt eine Goldmuinze. Aber das ist
Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass die gegen- falsch
Uberliegende Schublade auch eine Goldmunze enthalt? '
Richtig ist
Joseph Louis Francois Bertrand (1822-1900) 2/3. :
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Fachhochschule

Das Ziegenparadoxon

Monty Hall's Spiele-Show "Let's Make
a Deal”, lief in den USA lange im Fern-
sehen. Der Kandidat musste eine von
dreil verschlossenen Turen wahlen,

wobel hinter einer Tur der Preis (ein Auto) wartete und hinter den bel-
den anderen Nieten (Ziegen). Nachdem der Kandidat gewahlt hatte,
z.B. Tur A, offnet der Showmaster eine der beiden tbrigen Turen, z.B.
Tar B, hinter der eine Ziege steht. Der Kandidat durfte nun ggf. seine
Wabhl korrigieren und zur letzten verbleibenden Tur (hier C) wechseln.

Im September 1990 hatte Marilyn vos Savant in ihrer Kolum-
ne "Ask Marilyn" im U.S. Magazin ,Parade” geschrieben,
dass man durch Wechsel die Gewinnwahrscheinlichkeit von
. 1/3 auf 2/3 erhdhen kdnnte und damit einen Sturm der Ent-
\ristung entfacht. Ein Jahr spater prasentierte Gero von Ran-
dow in der Zeit das gleiche Problem samt Losung und ernte-
te ebenfalls Spott und Hame von allen Seiten.
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Bertrands Sehnenparadoxon o

Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit p, dass eine auf zuféallige Weise
ausgewahlte Sehne eines Kreises langer ist als die Seite des dem
Kreis eingeschriebenen Dreiecks ?

e Sehnenmittelpunkt gleichverteilt Gber die Kreisflache: p=1/4
* Einer der Sehnenendpunkte gleichverteilt auf der Kreislinie: p=1/3

e Sehne senkrecht zu einem bestimmten Radius des Kreises
In einem auf diesem Radius gleichverteilten Punk: pP=1/2
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Fachhochschule
' Gelsenkirchen

Das Paradoxon von St. Petersburg

-

L

Eine ideale Munze wird so oft geworfen, bis das erste
Mal Kopf auftritt. Erfolgt das beim k-ten Wurf so erhalt
der Spieler von der Bank 2% Rubel, d.h. der Gewinn
verdoppelt sich bel jedem Wurf. Wie viel Einsatz soll der
Spieler vor Beginn des Spiels zahlen, um ein faires
Spiel zu haben? Dabel wird ein Spiel dann als fair
bezeichnet, wenn der Mittelwert (Erwartungswert) des
reinen Gewinns Null ist

Nikolaus Bernoulli (1695-1726), Daniel Bernoulli (1701-1784)
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Das Paradoxon von St. Petersburg @ i

Es zeigt sich, dass auch ein noch so hoher Einsatz zu keinem fairen
Spiel fuhrt, denn der zu erwartende Betrag, den die Bank in Rubel
zahlen muss, betragt

E=224++-44+5-8+...=1+1+1+......... = o0

Cramer, Buffon und andere: Die Ressourcen sind begrenzt. Der Bank
steht nur eine beschrankte Summe zur Verfligung, z.B. eine Millionen
Rubel. Wegen 219<10%<220 kann die Bank, falls Kopf erst mit dem 20.
Wurf oder spater fallt, nur noch 10° Rubel zahlen. Dann gilt E ~ 21.
Buffon fand auf der Basis von 2.084 Spielergebnissen heraus, dass
das Spiel mit einem Einsatz von 10 Rubeln anndhernd gerecht ist.

Daniel Bernoulli erfand das Gesetz vom abnehmenden Grenznutzen
und fuhrte den Logarithmus als Nutzenfunktion ein, was spater in
den 1940-er Jahren von John von Neumann und Oskar Morgenstern
In der Spieltheorie wieder aufgeqriffen wurde.

Gabriel Cramer (1704-1752), Comte de Buffon (1707-1788)
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Simpsons Paradoxon der Statistik (1951)%

Fachhochschule
Gelsenkirchen

Absolute Haufigkeiten Alphaville Betaville

wirkt wirkt nicht Summe wirkt  wirkt nicht Summe
Standardmedikament 50 950 1.000 5.000 5.000 10.000
Neues Medikament 1.000 9.000 10.000 950 50 1.000
Summe 1.050 9.950 11.000 5.950 5.050 11.000
In von Hundert

wirkt wirkt nicht Summe wirkt  wirkt nicht Summe
Standardmedikament 95,0% 100,0% 50,0% 100,0%
Neues Medikament 90,0% 100,0% 5,0% 100,0%
Summe 90,5% 100,0% 45,9% 100,0%

Beide Stadte zusammen

Absolute Haufigkeiten In von Hundert

wirkt wirkt nicht Summe ikt wirkt nicht Summe
Standardmedikament 5.050 5.950 11.000 54,1% 100,0%
Neues Medikament 1.950 9.050 11.000 82,3% 100,0%
Summe 7.000 15.000 22.000 , 68,2% 100,0%
Vom Kopf auf die Fll3e
1) Die Wahrheit liegt in den nach Stadten gegliederten Tabellen.
2) Bei der Zusammenfassung des Anteils der effektiv behandelten Patienten werden

gewogene Mittelwerte mit unterschiedlichen Gewichtsschemata gebildet.
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Das Gefangenendilemma @

= Flood, Tucker (1950) —r—— Ve
ﬂ - &P{}

W ~Jahre im Gefangnis in Ab- m [” Ry

,Whanglgken vom Verhalten ;

der Verdachtigen A und B
nach dem Angebot des

Staatsanwalts: A

B B halt | 0.6 !. \“ : |l

gesteht dicht ~.

QESteht (5’5) (0’10) sl | | 50
A halt

Zwei Banditen werden nach einem gemeinsam begangenen Raub-
Uberfall als Verdachtige verhaftet. Der Staatsanwalt macht ihnen ge-
trennt voneinander jeweils folgendes Angebot (s. Tabelle).
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Das Gefangenendilemma @ e

Es geht um den Konflikt zwischen dem individuellen und dem kollek-

tiven Wonhl: Eigentlich sollten A und B beide dicht halten, weil das fur
beide gemeinsam das Beste ist, aber:

Die Kombination (A halt dicht, B halt dicht) beschreibt - anders als
(A gesteht, B gesteht) — kein Nashgleichgewicht.

Das Gefangendilemma hat die Forschung (Spieltheorie, Sozial-,
Wirtschafts- und Kommunikationswissenschaften) in hohem Aus-
mall stimuliert und findet Anwendung bei der Konfliktbewaltigung.

Auflosen lasst sich das Paradoxon nur, wenn man Kommunikation

zwischen den Gefangenen zulasst, so dass die beiden Verdachtigen
kooperative Strategien entwickeln konnen.

Nashgleichgewicht. So wird eine Spielsituation bezeichnet, wenn
keiner der Spieler sich bei fixer Strategie seines Gegners durch
Wechsel der Strategie verbessern kann (nach John Nash, geb. 1928).
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Das Gefangenendilemma

Fachhochschule
Gelsenkirchen

Anwendungsfelder des Gefangendilemmas

Preiskrieg zwischen Konkurrenten

Ubernahmepoker borsennotierter Unternehmen

Atomarer Rustungswettlauf
u.v.a

2 DIE TAGESZEITUNG & SONNABEND/SONNTAG, 10./11. JANUAR 2009

Aktuell:

...... ..... KUrz und wichtig

| : . ®
Vier gegen Atomwaffen
Schmidt, von Weizsdcker, Bahr und Genscher fiir
Abriistung. Obama und Medwedjew bdten eine Chance

BERLIN taz @ Fur eine atomwaf- verkleinern, die letzten Atom- ¢
fenfreie Welt haben sich die Ex- sprengképfe aus Deutschland

Gasstreit zwischen
Russland und Ukraine
Krieg im Gaza-Streifen
Obamas Gesprachsan-
gebot an den Iran
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Semantische Antinomien @ oz

Der Barbier, der alle Manner des Ortes rasiert,
die sich nicht selbst rasieren. (Russel, 1901)

Die Menge aller Mengen, die sich
nichts selbst als Element enthal-
ten. (Bertrand Russel, 1901)

Die Stadt der Lugner und
Sokrates: ,Was Plato die Stadt der Wahrsager
gleich sagen wird, ist
falsch”. Plato:
,Sokrates hat wahr
gesprochen* (Buridan,

~ 1300 bis 1358)

Eubulldes von Milet,
um 400 v. Chr

Jch luge jetzt."

,Diese Aussage istfalsch.” o, 15 Es hat einer von ihnen gesagt, ihr eigener

Prophet, Kreter sind immer Llgner,...“ (Titusbrief 1:12).
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Semantische Antinomien @ s

Maoglichkeiten, die Lignerparadoxie in inrer reinsten, selbstreferen-
zlerenden Form aufzul6sen (,Dieser Satz ist falsch.”) werden bis
heute diskutiert . In den 2400 Jahren seit ihrer Entstehung wurden
verschiedene Losungsansatze erarbeit. Hier die drei wichtigsten:

®* Der Satz tarnt sich nur als eine Aussage im Sinne der aristoteli-
schen Logik, ist aber keine, da er keinen eindeutigen Wahrheits-
wert hat (Aristoteles, 384-324 v.Chr., Scholastiker des Mittelal-
ters, zeitgendssische Philosophen).

® Typenlehre von Russel (1872-1970), Unterscheidung von Objekt-
und Metasprache nach Tarski (1901-1983), Unentscheidbarkeits-
satz (Godel, 1906-1978)

®* Mehrwertige Logik:
Lukasiewicz (1878-1956), Glnther (1900-1984)
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Die unerwartete Klausur @ e

=

X

Der Lehrer sagt: ,In der nachsten
Woche schreiben wir eine tUberra-
schende Klausur. Sie wird fur Euch
vollstandig unerwartet kommen.

Aber: Am Freitag erst kann er sie
nicht schreiben, weil sie dann jeder
erwarten warde, .......

Hintergrund dieser 1948 in der britischen Zeitschrift Mind veroffentlich-
ten Paradoxie war eine Radiomeldung in Schweden wahrend des 2.
Weltkrieges, in der eine Luftschutzuibung flur die folgende Woche ange-
klndigt wurde, von der niemand wissen durfe, an welchem Tag sie
stattfinde. Dies fand der Mathematiker Leonard Ekborn paradox.
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